Mecanica quantica em 3d

Sistemas tipicos:
fisica atbmica

fisica nuclear

fisica do estado solido

1. Particula numa caixa 3d Q< x,y,z <L ]
V = 0 dentro da caixa L
V = infinito (nas paredes e fora da caixa) L

Hipoteses: (i) forgcas exercidas pelas paredes sao perpendiculares as paredes
(ii) colisGes das particulas com as paredes sao elasticas

(iii) apenas as componentes do momentum perpendiculares as paredes
mudam de sinal, as outras permenecem inalteradas

Y(r,t) = 0 nas paredes e fora da caixa 1



-h2/2m V2¥(rt) + V(r) ¥(r,t) = iho¥/ot - Equacao de Schrodinger
onde V¥ = 52¥/52x + 0?PI3%y + 0?¥I0?z

Se queremos encontrar os estados estacionarios entao todas as probabilidades sao
constantes no tempo e sdo dadas pelas solucées da equacao de Schrodinger:

(r,t) = P(r) et
Substituindo na ES: -h?/2m V2¥(r) + V(r) ¥(r) = hw¥(r) = E ¥(r) para uma particula com
E = hw

Como o potencial é nulo dentro da caixa podemos adotar o método de SEPARACAO DE VARIAVEIS:
Y(r) = X(x).Y(y).Z(z)
-h2/2m {d?[X(x) Y(y) Z(z))/dx? + d?[X(x) Y(y) Z(z))/dy? + d?’[X(x) Y(y) Z(z)]/dz? }

= E [X(x) Y(y) Z(z)]
Dividindo pela fung¢ao de onda:
-h2/2m 1/X(x) d2[X(x)]/dx2 - hZ/2m 1/Y(y) d2[Y(y)l/dy? -h2/2m 1/Z(z) d?[Z(z)]/dz>

=E
NOTE que as variaveis independentes estao isoladas, logo, cada um dos termos do lado
esquerdo da equacao sao iguais a uma constante:

E; s&o constantes de

-h22m 1/X(x) d?X/dx2=E, - h?/2m 1/Y(y) d?Y/dy? = E, separacdo, com
-h2/2m 1/Z(z) d?Zldz? = E, EA+EA+E=E 2




Desta forma temos: -h2/2m 1/X(x) d2X/dx? = E,

d2X/dx? = X(x)= @X(x)

Solucdo geral serd entdo:  ¥,=Asenk;x+ Bcosk;x
Mas em x=0 ¥,=0 + B=0

emx=L, ¥=0+ Asink/lL =0 e portanto k,L =n=n
como kX: 27[/7\;1 » ka: 27[L/7\,1 anC:ZTCL/Xl » L=n17\.1/2

um ndmero inteiro de A/2 cabe justo ao longo da direcdo x da caixa.

Momentum: lp|=h/%= 27R/A1 = Ak, = nn/L n=1,2,3,....

Analogamente temos que:  |p,|=h/%,= 21h/), = Ak = npn/L n,=1,2.3,..
lp,|=h/\3= 2nh/A; = Bk,= ngn/L n3=1,2,3,....

As energias ficam entdo:

E = 1/2m(|p,|%+|p, |2+|p,|?) = n?h2/2mL? (ni2+n,2+ns?)

3 ndmeros quanticos # ||| Fungéo de onda:

3 graus de liberdade ¥(x,y.z,t) = Asen(k,x).sen(ky),sen(k,z)e-"" ||l ;




Como dentro do cubo a funcao de onda é diferente de
Para o estado fundamental: n une !

—_— —n — L —L — zero W a dens. de probabilidade deve ser igual a 1 no
n=n;=ny=1= k,=k,=k,= /L volume do cubo

A energia do estado fundamental
sera dada por: E, ; ;= 3n? h3[2mL?2

Calculo do 1° estado excitado: 3 estados degenerados (mesma energia):

4E, 12 nenhuma
A 11/3 E, 11 3
K, =2n/L k=L 3, o 3
k= /L A, =2L 2E, 6 3

3 nenhuma

EO
n2 degenerescemcia
E, = 32 h2/2mL2

K=n/L Ay =2L

A degenerescéncia € consequéncia direta da
simetria do sistema, no caso descrito do cubo.
Caso estivéssemos tratando de um paralelograma
de lados diferentes ® degenerescéncia seria 4
removida!




n, n, ng n? degenerescéncia

1 1 1 3 0

5 1 1 6 - Chamamos os inteiros n;,n, e n; de nimeros quanticos

1.2 1 6 | 3 Asrespectivas fungbes de onda sdo:

L ¥, ,.(X,y,z,t) = Asen(nx/L).sen(2ny/L).sen(2nz/L)e-E122t

1 2 2 9 X -

s 1 2 g s Ya2(xyzt) = Asen(2nx/L).sen(ny/L).sen(2rz/L)e-E212t

2 92 1 9 C e assim por diante,ok?

1 1 3 11 %

31 1 1|3

1 3 1 M Z 0

2 2 2 122 7 0 g
Forcas Centrais - Exemplo do ATOMO DE HIDROGENIO
Um elétron atomico é atraido pelo nicleo do atomo pela agdo miclieo

da forga de Coulomb entre cargas opostas

Nota: O sistema de coordenadas mais conveniente p/
descrever o problema é esférica, centradas no centro (ndcleo)

r send cos ©
Se a forga € conservativa a energia da particula permanece

constante e E pode ser quantizado

r seno sen ®
5

r coso




Funcdo de onda:|¥(r,1) = ¥(r) e ! (onda estaciondria) com w=E/h

No caso de forgas centrais temos que o momentum angular L, em forno do centro da forga
=» constante

EQUACAO DE SCHRODINGER EM COORDENADAS ESFERICAS

O atomo de H pode ser considerado como um particula isolada, o elétron se movendo com energia cinética

K = p?2m_, num campo elétrico dado por V(r)=-z ke?/r z=n° atémico =1 p/H

Caso o mov. do nucleo for levado em conta a massa sera uma massa efetiva
p=MmJ(M+m,) eaES: -h2/2n [®y/ox? + PP /oy?+ 0?¥/0z?] + v¥ = EY
Coordenadas esféricas:

-0 <X,Y,Z< 0 W 0 <r< o; 0<0<gm e 0<®P<2r

Portanto ficamos com:

Vamos ver: quantizagdo do momentum angular L e da energia
Condigdes que a ¥ deve satisfazer: 1. Resolver a ES

2. ¥(r) e d¥P/dr devem existir e ser continuas, finitas e univocas

3. ¥(r) e d¥/dr devem tender a zero c/suficiente rapidez quando r tende para 6
infinito para que a integral de normalizagdo seja finita.



Fazendo agora separagao de variaveis ficamos com: _

As condi¢cdes de contorno em cada uma dessas 3 fungdes vai fornecer um numero
quantico (equivalente ao problema de uma particula numa caixa em 3D).

+ complicado a relagdo entre os n° quanticos devido a maior complexidade do problema (potencial)

-h2/2u {1/r2 d/dr (r2 P.F.dR/dr) - 1/r2 [1/sen6 d/d6 (send R.FdP/d0) + 1/sen20 R.P.
d?F/d®?]} + V(r)RP.F= ERP.F

Multiplicando por -2ur2/h2 R.P.F

1/R(r) d/dr (r2dR/dr) + [1/F(®)send d/d6 (send dP/db) + 1/F(®D)sen20 d?F/dd?] -
2ur2/hz V(r) = -2ur?/h2 E

1/R(r)d/dr(r2dR/dr) + 2ur?/h? [ E-V(r)] = - [1/F(®)sen6 d/d6 (sen6 dP/d0) + 1/F(®)sen?0

I — d2F/dd?]
< >

depende das coordenadas angulares

=» Como as varidveis sdo independentes, o lado direito = colocamos a constante
e o lado esquerdo devem se igualar a uma constante =1 (1) =C, )

s6 depende de r




Como V depende apenas de r ® a solugdo do lado angular (direito) deve ser a mesma
para qq potencial que dependa apenas de r (potenciais conservativos: Colombiano,

gravitacional)

Solugdo da parte anqular

_1/Psen6 d/do(send dP/do) - 1/Fsen20 d2F/dd? =
I(1+1)

Que multiplicando por sen?6 :
1/F d?F/d®? =
-I(1+1) sen?0 - sen6/P d/d6(sen6dP/d0)

De novo, ambos os termos tem que ser iguais a uma
mesma constante: -m?= C,

Desta forma temos:
1/F d°F/d®? = -m?,

-1(1+1) sen20-sen6/P d/do(senddP/d0)=-m?
 ——

A primeira equagdo hos dara:
d?F/d®?=-m? F
) F(®)= e mlo

Para que seja univoca:
F(®+2r) = F(D)
eim.0 = g iml.2r perjodicidade

1=cos(m2n)+isen(m,2m)
+Logo m, tem que

ser inteiro
m =0
m, = inteiro maior que O
m, = inteiro menor que O

Nudmero qudntico magnético

A segunda equagdo: x P(6)

-1(1+1) Psen20-send d/d6(senodP/de)=
_mZI P

X= €0s0 dx/d0=-send = - (1-x2)!/2



Mostre (2) que obtem-se:
(1-x2) d?P(x)/dx? - 2x dP(x)/dx + [ I(I+1) -m;2/(1-x?)] P(x) = O

Primeiro caso: m;= 0 Equagdo de Legendre
Resolva este problema por série de poténcias.

Mostre (3) que voce deverad cair huma relagdo de recorréncia entre os
coeficientes (fipo A, e A,.,) e obtenha estas solugdes;

Segundo caso m;=0 Equagdo de Legendre associada
Solugdo: Polinomios de Legendre associados
Mostre (4) que para m, =1 P(x) = C(1-x2)1/2
As solugdes angulares sdo dadas pelos harmonicos esféricos:
Yim(0,®) = Ci i Pii(0) F(@) = Cypy Piy(0) € ™™

Exemplos: | ml yllm,(G,CD)

constante de normalizagdo:

(1/4r)1/2

“H 1Y [2send do dod = 1

-(3/8 n)/2 send ei®

-(3/4 n)/2 cos6
-(15/32 n)l/2 sen2 § g-2i®




A condigcdo de normalizagdo aqui € dada por :
JP*P dV = [ [~ ] 2" ¥* ¥ r2 send dr do do = 1

Falta ainda resolver a parte radial da ES!

Isto vai nos fornecer outro nimero quantico - n° quantico principal n
Lembrando: | 1/R(r) d/dr(r2dR/dr) + 2ur2/h% [ E-V(r)] = I(1+1)
Com V(r) = -ke2/r entdo:

-h2/2ur? d/dr(rédR/dr) + [ I(1+1) h2/2ur? - ke2/r]R( r) = E R(r)

Usa-se aqui a sequinte mudanga de varidveis: x =r/rgonde rg = raio de Bohr =h2/ke?u
e ¢ =E/E; onde E;= k?u e*/2h? & a energia do estado fundamental.

Desta forma teremos:
r = x.rg = xh?/ke?n dx/dr = 1/rg

dR/dr = dR/dx.(dx/dr) = 1/rg dR/dx = ke?u/h2.dR/dx

Id/dr‘ = d/dx.(dx/dr) = 1/rg d/dx = ke?p/h2.d/dx

- (R2/2px2)(k2e* 1/ h¥)(ke2p/h2).d/dx (x2 R*/k2e* p2 -ke2p/ h2dR/dx) + [ I(1+1)R2/2px2h*
k2e* u2 - ke? ke?u/xh? J R( r) - ¢ puk®e*/2h2 R(r) = O

que resulta em: -(1/2x? d/dx(x? dR/dr) + I(I1+1)/2x2 R - 1/xR-€/2R = 0 10




Apos algumas outras manipulagdes:

d?(xR)/dxz = - {e+2/x - I(I1+1)/x&}xR e chamando f(x) = x.R(x), escrevemos

d2f/dx2 = - {e+2/x - I(1+1)/x3}f

E mais: como a fungdo de onda decai exponencialmente para valores grandes de x:

f(x) ze % g(x)

Etemos: x°d?g/dx2 - 2tx? dg/dx + [2x- I(1+1)] g =O , PROVAR 5

que resolvendo por série de poténcias nos fornece de novo uma relagdo de recorréncia,

A energia do elétron no dtomo de H serd dada entdo por: | E =pk?e*/2h? 1/n?

As fungdes de onda radiais sdo
normalizadas de forma que




Probability Density "pictures™
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+1

+2

Table 1: Wave functions and their components
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O _tamanho do orbital s aumenta com o ndmero_quantico n.
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Ndmero qudntico principal, n

- Tem valores inteiro, 1, 2, 3, ...;

- n aumentando a densidade eletrdnica estard mais distante do nicleo;

- n aumentando o elétron terd niveis de energia mais alto e estard menos ligado ao nicleo;

- A energia do dtomo de hidrogénio depende apenas do nldmero quantico n.

Ndmero quantico azimutal (momento angular) 1

- tem valores inteiros de O até (n-1) para cada valor de n;

- Sdo usadas letras para representar: s (£0), p (~1), d (F2) e f (F3);
- Define a forma do orbital;

- Determina o ndmero de nds do orbital. Existem / superficies nodais com dependéncia
angular.

Ndmero quantico magnético, m,
- Tem valor inteiro, entre +/a -/, incluindo o zero,

- Descreve a orientacdo do orbital no espago;




O numero quantico angular m,

m, apareceu na solugdo de F(®), quando igualamos ambos os lados da equagdo a uma constante
C = -m|2

®»Fazendo a andlise da parte angular em série de poténcias se verificaque | -1 < m; < |, lou
seja, o valor minimo é e 0 maximo é

Para a fungdo de onda da tipo 2p, p.e., existem 3 possibilidades para m, ja que p corresponde a

um estado com I=1 r , 7




Quantizagdo do momento angular

Para as fungoes de onda que satisfazem as
equagoes diferenciais para F(®) e P(0), o
médulo do momento angular |L| e a
componente deste L ao longo do eixo z (L,) sdo
quantizadas (de acordo com as restrigoes
impostas pelos n°s quanticos orbital e
magnético, respectivamente).

| = n° quantico orbital

m, = n° quantico magnético | > m, >-I

n = n° quantico principal

| e m; fornecem a orientagdo do vetor L
ILl =11 (+D]2 7
L, =mh =|L| cos6

cosO = L,/[L| = ml/ [I (1+1)]/2

Diagrama das
possiveis solugdes

_ ILl=6v%n

Detalhe: A energia ndo depende dos
ndmeros quanticos | e ml.

Isso nos leva a fter estados do tipo 2s e 2p,

com a mesma energia apesar de terem
distribuigdes de probabilidades radiais
diferentes |




Lembrando a solugdo geral:

Yo (. 0,®) = Ry () Y} (6, @)

n | ml ¥y mi(r.0,0)

Y100 = 1/(m)2 (1/rg)3/% e r/rE

OO0

00 W,00= 1/4(2n)V2 (1/rg)3/2 (2- r/rg) er/2rB
10 Y,10 = 1/4(2n)V2 (1/rg)32 (r/ry) eT/2r8 coso

1 +1 ¥,1.4= 1/8(m)2 (1/rg)3/2 (r/rg) e/2rB send e 0

param, = +1 ® L =+h cos0=1/(6)2 » 0 = arc cos(1/(6)"?)
como ml < (I(I1+1))!/2, entdo L ndo pode estar ao longo da diregdo de z

Vamos mostrar como as consideragdes sobre o momento angular facilitam a solugdo da
Equagdo deSchrodinger para forgas centrais

[APENDICE: Momento Linear - OPERADORES

Vimos anteriormente que a relagdo entre as proprieddaes da fungdo de onda ¥(x,t) e o
comportamento da particula associada a esta onda ®expressa em termos da densidade de
probabilidade P(x,t): especifica a probabilidade, por unidade de comprimento ao longo de
x, de se encontrar a particula perto da coordenada x, no tempo t, ou seja,

P(x,1t) = ¥(x,t)*.¥(x,1)
POSTULADO DE BOHR: "Se no intante t, é feita uma medida da localizagdo da particula
associada a fungdo de onda ¥(x,t) ,entdo a probabilidade P(x,t) dx de que a particula seja
encontrada em uma coordenada entre x e x+dx e igual a:
P(x,t)*. P(x,t) dx 17




Podemos, portanto obter uma série de informagdes a respeito do comportamento da
particula: posigdo, momentum, energia, etc.

em uma medida da posi¢do da particula haverd uma prob. finita de encontrd-la
em qq coordenada x no intervalo de x a x+dx, desde que a fungdo de onda seja ndo nula
neste intervalo. Apesar de ndo podermos achar a posi¢do especifica da particula, podemos
determinar sua posi¢do média:

<x> = | x P(x,t) dx - valor esperado da coordenada x
x> = [ W(x,t)*.x.¥(x,1) dx
E desta forma podemos calcular outras grandezas que sdo fungdo de x fambém:
<f(x)> = [dx P(x,1)*.f(x).?¥(x,1) «x2 = [ dx P(x,1)*x2.¥(x,1)
O que acontece com a grandeza p (momentum linear)?
<p> = | P(x,t)*.p.¥(x,1T) dx

Vemos que para que este cdlculo seja possivel, o momentum tem que estar expresso em
termos das variaveis x e t.

Classicamente sabemos que isso € possivel usando as equagdes de movimento da particula.

Quanticamente: vimos que x e p ndo podem ser conhecidos simultaneamente com precisdo
total, pelo principio de Incerteza.

Sugestdo: Seja ¥(x,t) = cos(kx-wt) + isen(kx-wt)

0 W(x,1)/x = -k(sen(kx-wt) +ikcos(kx-wt) = ik[cos(kx-wt)+isen(kx-wt)] 18




Se fizermos a mesma coisa, diferenciando agora a fungdo
de onda em relagdo ao tempo, vamos obter uma relagdo
equivalente:

Na verdade isso € geral (ndo € restrito a fungdo de onda da particula livre)!
E = p?/2m + V(x,t)
Se substituirmos as grandezas dindmicas por seus operadores diferenciais associados:

1/2m (-iho/ox)? + V(x,t) = iho/ot = -h2/2m 62/0x% + V(x,t) = iho/ot
equagdo p/operadores

Atuando numa fungdo de onda qq: -h?/2m P¥(x,t)/ox% + V(x,t) = iho¥P(x,t)/ot
EQUACAO DE SCHRODINGER

Voltando portanto ao <p>:

pe -i h 0/0x

Postular estas relagdes [[| <p> = | W(x,t)*.p.¥(x,t) dx=

¢ equivalente a
pos(!rular' aES | W(x,1)*.(-iho/ ox)¥(x,1) dx =
-if [ W(x,1)*.(0¥(x,1)/ox) dx

Ee iho/ot

<E> = iRk [ ¥(x,t)*.(6¥(x,1)/ot) dx 19




Vamos ter que fazer a mesma coisa para o momento angular
Lembramosque L =rxp e L,=(rxp), = Xp,-YPx

Da mesma forma temos: L, = (r X p), = yp,~zp,

Ly = (rx p)y = Zpy ~Xpy

Em termos dos operadores, escrevemos para a componente z do L:

Operador x ey € igual a x ey, e o operador p, e p, podem ser escritos como:
p, ©-ihd/oy e p, e -iho/ox . Ficamos entdo com: L, = -ih(xd/dy-yd/ox)

Falta agora transformar p/ coordenadas esféricas:
Portanto

0/0z = or/oz 8/or + 00/0z 6/06 + 6d/6z 0/ 0D
= cos0/r 6/o0r - send/r 6/00
Analogamente temos que :

0/0x = sen® cos® o/or + cosO cosd®/r 6/00 -
sen®/rsenb o/0d

0/0y = send sen® 8/dr + cosd sen ®/r 6/00 +
cos®/rsenb o/o6®

X =rsend cos0 y=rsend send z=rsend
r=(x2+y?+22)7 cosO=2z/r=z(x2+y2+z2)*
tgd = y/x

Logo, usando a regra da cadeia:

dg/ox = og/ar. or/ox + 69/00.00/0x + 69/ dD.0D/0x
dg/dy = 6g/or. or/dy + dg/90.00/0y + 69/ oD.0®/ oy
dg9/0z = dg/or. dr/oz + 69/30.00/0z + 69/ 0®.0D/ oz

Repare que 0®/6z=0

or/oz = % (x2 + y2 + 22 )% 2z = z/r = cos®
-5en0.00/0z = 8(c0s0)/0z = (x2+y2+22)V/2-5(x2+y?+22)3/2(22).(z)
-sen0.00/0z = 1/r - (rcos0)?/r3 = r2(1-cos?6)/r3 = sen20/r

00/6z = -senf/r

20



COMPONENTES DO MOMENTUM ANGULAR ORBITAL- operadores

L, = -ih[yo/ody - z0/0y] = -ih[rsenbsen®(cos6d/or - senb/ro/o0)-rcosb(senbsen®o/or +
cosOsen®/r 0/00 + cos®/rsend 6/0d]

iR[sen® 6/06 + cotgb cos® &/6d]

= -iRh[cos® 6/00 - cotgb sen® 6/6®]

-ih[o/0@]

O momentum angular total Leperador ¢ dado, portanto, por: PROVAR 6
(Loper-)2 = (L, )2 + (Ly)2 + (L)? = -h2[1/senb 0/06(send 0/00) +1/sen?0 &%/0®?]

Note que esta expressdo é a mesma obtida anteriormente quando desenvolvemos a ES em
coordenadas esféricas (**parte angular)

(Loper)2w, |, . =-h2[1/send 0/06(send 5/06) +1/sen0 2/602] ¥, ., =I(+1) R ¥, | ,
E portanto, o valor esperado do quadrado do momentum angular L2 &  |(I+1)R?2

O valor médio de uma quantidade observavel, <O>, cujo operador correspondente é
Qoper é dado por: <O> = [[[ dV w* Qorer ¥

Calcule, por exemplo (8-8), a energia cinética média de um elétron no estado
fundamental do dtomo de Hidrogénio. 21



Se fomarmos as fungoes de onda correspondentes:

Y10 Wo1 1 Woi.1 vemos que W,;o € proporcional a cos6 logo o elétron tem maior
probabilidade de ser encontrado perto do eixo z.

Para ml = +1 e -1, as fungdes ¥, ; e ¥, ; sdo proporcionais a sené e portanto mais
provdvel de se encontrar no plano xy

LZ = m|h
O n° total de estados para um dado valor de | é: -I,-1+1,...0,1,2,3..1-1,| =2|+1 estados

Esta diregdo de z é muito particular (coord. esféricas): o dngulo é medido em relagdo ao
eixo z ® todas as fungoes de onda ao quadrado sdo simétricas em relagdo ao eixo z, ou
seja

|'¥|2 ndo depende do dngulo ¢

OBS.: Se tanto o Momento angular orbital como a componente z do momento sdo
quantizados

=» 0 momento angular ndo pode apontar em qq diregdo do espago.

NOTA1: Quando se aplica um B (campo magnético) pode-se observar a quantizagdo do
momento angular pois o campo seleciona uma diregdo especial no espago, causando um
desvio na energia do estado eletranico que é proporcional a ml

NOTA2: O principio de incerteza # ndo se pode determinar simultaneamente os valores
exatos de qq 2 componentes de momentum angular. Pq???? 22




Por exemplo, se L, e Ly sdo conhecidos exatamente
®» saberiamos com detalhes a trajetéria, momentum
e posi¢do da particula no no plano xy.

Se a componente z do momentum angular é

conhecida exatamente ® nada se sabe sobre o dngulo
azimutal. Ambos as magnitudes do momento angular orbital
e da componente z tem que ser especificadas exatamente: A
direcdo de L ndo é conhecida, entretanto L esta restrito a
ficar sobre um cone de revolugdo

(Lx2+Ly2)1/2

Falta:

Momentum angular Intrinsico - Spin
Momentum angular total

Interagdo spin-drbita

Transigdes atomicas e regras de selegdo
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